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論文内容要旨
 著者は,非線形シュレディンガー方程式の定在波解の安定性と不安定性を研究してきた。定在波解は,
 広い意味での孤立波形であり,その性質を研究することは,数学的にも物理的にも興味深い問題である。
 ここで,定在波解が安定であるとは,定在波解に小さな摂動を加えて時間発展させても,やはり定在波
 解に近い状態にあり続けることであり,そうでないときは不安定であるという。
 この博士論文では,次のような非線形シュレディンガー方程式を扱う、一
 ε∂、μ二一△μ+V(エ)μ+9(ω),(孟,エ)∈R1+"(NLS)
 但し,(NLS)においてε=、可,∂孟=∂/∂孟,△=Σ∫、、∂2/∂2りO、であり,μ=μ(孟,κ)は複素数値の未知関数であ
 る。Vは実数値関数であり,9(0沖0,9(ゼ'z)=ゼ2(z∈C、θ∈R)とする。このとき,実のパラメータ(θ
 ∈Rに対し,
 一△φ+ωφ+V(x)φ+9(φ)=0,x∈R"(SP)
 の非自明解φ.,(劣)が存在するなら,ψ=ε醸φ.とおくと,ψは(NLS)の解となる。このような形の解を,
 (NLS)の定在波解と呼ぶ。定在波解のうち,作用汎関数を最小とする解を,基底状態といい,この論文中
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 で研究の対象としているのは基底状態である。基底状態の安定性・不安定性については,Gr川akis,
 ShatahandStrauss(J.Funct.Anai.74(1987))によって,群が作用する無限次元ハミルトン系に対する平衡解
 の安定性・不安定性理論として定式化され,抽象的理論が与えられた。彼らの結果はほぼ必要十分条件
 に近く,一般論としては完成を見たと言って良い。しかし,実際に個別の問題に適用するとなると,彼
 らの条件を確かめるのは容易ではない。そこで,個別の問題に応じた工夫が必要となる。
 この論文における成果を述べる前に,
 》(x)≡0,9(μ)=一1ω1μ4α(*)
 の場合に対する既知の結果について簡単に振り返る、、π∈N,1〈p<。。で,η≧3のときは,さらにソボレフ
 空間Hl(Rうにおける劣臨界条件Pく1+4/(π一2)を仮定する。以後,このρの条件を1<P<2-1と表すことに
 する。
 この場合,任意のω>0に対して(*)を満たす(SP)のソボレフ空間H1(Rうに属する正値球対称解ψ.,(詫)
 が一意的に存在し,それは基底状態となっている。21「1-1ψ.,(x)はP<1+4/πのとき任意のω>0に対して安定で
 あり,ρ≧1+4/πのとき任意のω〉0に対して不安定である。Grillakis,Shata飴ndStraussによる抽象理論で
 は,(NLS)の安定性及び不安定性に関する十分条件は粒子数を表す量であるガノルム1ゆ「,、IIL、を用いて与
ゴ
 えられる。すなわち,∂、,1》「,,IIL2>0であれば安定であり,逆に,a、II弥一IIL」<0であれば不安定である。(*)
 を満たす(NLS)はスケール変換ズ1f∫"b顔λ劣、ズォ),λ〉0,に関して不変であるから,IIψ、,一IIL!=ω2/fρ'h躍×
 llψ、IIL」が成り立つ。これから,(θ>0に依らず,p=1+4/ηが臨界幕になることが分かる。これに対して,
 V(x)≡0でない場合,あるいは一般的なg(α)を考える場合は、このようなスケール不変「生は存在しないの
 で,実際にどのようにパノルムの増減を計算すればよいか、という問題が生じる。
 まず,第2章と第3章では
 V(麗)≡0,9(μ)=一権1ρ'1μ,1<P<2-1
 の場合を研究した。ポテンシャルV(エ)は与えられた実数値関数で,典型例として
び
 V(劣)二。,、lxl'[『+Σcうxl,c、∈R,0<α<min12.η}
 ノ=1
 を含むなるべく一般的な関数を考える。V(κ)が付いた場合に,1ゆ.、「1ガの増減を具体的に調べるのは"般
 には困難であるが,RoseandWeinstehl(PhyslcaD30(1988))はπ=1で線形作用素一△+V(x)が最小固有値λE
 をもつようなある特定のV(X)に対してllφ「,IIL2を数値計算した。また,彼らは分岐理論を用いてIIφ一、11Lゴ
 の漸近式を示し,一λ、に十分近いω>一λ、に対しては、任意のpについて定在波解は安定であることを主
 張しているが,ω→一λ、+OのときIIφ、,,IIL!が振動しながら0に収束する可能性を排除しきれていないよ
 うに思われる。また,小さなV(κ)に対しては,標準的な摂動論を用いて安定性・不安定性を解析した研
 究が過去にはあるが,このような議論を適用するためには,本質的にy(エ)の有界性が必要であり,調和
 ポテンシャルのような無限遠で発散する場合には適用できない。非有界なV(エ)に関してはZhang(Z.
 Allgew.Math.%ys.5取2000))による結果があるが,p<1+4/ηで安定となる定在波解の存在を示しているだ
 けであり,それがどのようなωに対していえることなのかは明らかではない。このようにV(」σ)が付いた
 ことによって,定在波解に対応したエネルギー汎関数のガノルム…定の切断面における挙動が大きく変
 化するため,問題は困難となり,今までの安定条件を確かめる手法だけでは不十分である。
 第2章,第3章では,パラメータωで基底状態をスケールし直すことにより,ω一一朗とω一。。の極
 限において,スケールし直した基底状態がそれぞれ,λ,に対応した固有関数と(・りの場合の(S費)の基底
 状態に収束することを示した。このことを用いて,ρ<(>)1+4加のとき七分大きなωに対して基底状態は
 安定(不安定)となり,任意のρに対しては一λ,に近いすべてのωで基底状態は安定となることを示し,
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 第4章では,
 なお,この2つの章の内容は,太田雅人氏(埼玉大学理学部)との共同研究
 V(κ)…0,9(昆)=一1μレ"1昆+釧μ1〔残乙,
 δ∈照,工<P〈1+4〃z〈(1〈2-1
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 して,
 支いの
 の場合を扱った。この章では,上述の第2章と第3章の証明方法を発展させ,基底状態をωに関してス
 ケールし直しω一〇の極限では,それがわ二〇の場合の基底状態に収束することを示した。そのことによ
 り,十分小さなωに対して,基底状態はわ=oのときと同じ性質を持つ,すなわち安定であることを証明
 した。
 また,第5章において,特にわ〉0の場合についての考察を加えた。わ>0の場合は(SP)の非自明解は
 ある有限区間(0.ω,、)のωに対して存在する。さらにこの場合は,ω,,の近くのωでは任意のρに対して
 定在波解は安定であるということが,Anderson(1971),Shatah(1985),Ohta(1995)らによる研究から推測
 されるが,`,ジ、,の近くのすべてのωに対しては証明されていない。そこで,一ヒ記の着想をもとに,基底状
 態がω→ω,、のときに,どのようなものに近付くのか調べた。残念ながら,極限関数が定数関数であるた
 めに,位相のギャップを埋めることができず,完全な安定性の証明には至らなかったが,この考察はこ
 れからの研究に役立つと期待している。
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 論文審査の結果の要旨
 福泉麗佳氏は,非線形シュレディンガー方程式に対し,定在波解の安定性および不安定性を,変分法
 的手法を用いて研究した。定在波解とは,広い意味での孤立波解であり,その性質を研究することは,
 数学的にも数理物理学的にも興味深い問題である。ここで定在波解が安定であるとは,定在波解に小さ
 な摂動を加えて時間発展させても,やはり定在波解に近い状態にあり続けることであり,そうでないと
 きは不安定であるという。定在波解のうち,作用汎関数(あるいはエネルギー汎関数)を最小とする解
 を,基底状態といい,福泉氏が主に研究の対象としてきたのは基底状態である。基底状態の安定性・不
 安定性については,Griliakis,ShatahandStrauss(1987,1990)によって,群が作用する無限次元ハミルト
 ン系に対する平衡解の安定性・不安定性理論として定式化され,抽象的理論が与えられた。彼らの結果
 はほぼ必要十分条件に近く,数学的な一般論としては完成を見たと言って良い。しかし,実際に個別の
 問題に適用するとなると,彼らの条件を確かめるのは容易ではなく,多くの重要な問題が未解決のまま
 残っている。そこで,個別の問題に応じた一[夫が必要となる。
 具体的には,Grillakis,ShatahandStraussの条件を確かめることができるのは,方程式がスケール不変
 な場合である。線形のポテンシャルが付いたり,二つのべき乗型非線形項が付くと,このスケール不変
 性が壊れるため,彼らの理論を直接適用するのは困難となる。そこで,福泉氏はこれらの問題に対し,
 むしろスケール不変性が無いことを積極的に用いる手法を開発した。すなわち,定在波の固有振動数を
 パラメータとして解をスケール変換し,パラメータをうまく選ぶことにより,スケール不変な既知の問
 題に帰着する。こうして,福泉氏は従来は扱うことができなかった,固有振動数の定在波の安定性・不
 安定性を証明することに成功した。
 この博士論文は,彼女が自立して研究活動を行うに必要な高度の研究能力と学識を有することを示し
 ている。したがって,福泉麗佳氏提出の博士論文は,博士(理学)の学位論文として合格と認める。
 一64一
